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1. 完全图 Kn 有多少条初级回路？包含其中某条边 e 的初级回路有多少条？

Solution.

(a) 每条初级回路的长度从 3 取到 n。对长度为 k 的初级回路，其中有 k 个点，于是取法
有 Ak

n 种 (k = 3, 4, · · · , n)。
在取的过程中，从某⼀点起，每条初级回路正反取了两次，⽽由于有 k 个点轮换对称，
又重复了 k 次，故真正的初级回路有 Ak

n

2k
条，于是初级回路总数为：

n∑
k=3

Ak
n

2k

(b) 固定该边及其两个端点，则可从剩下 n − 2 个点中取出 k 个点及相应边，与之组成初
级回路，有 Ak

n−2 种 (k = 1, 2, · · · , n− 2)。
故初级回路总数为：

n−2∑
k=1

Ak
n−2

2. 设 G 是不存在三⾓形的简单图，证明：

(a)
n∑

i=1

d2(vi) ≤ mn.

(b) m ≤ n2

4
.

Solution.

(a) 设边 e 的两个顶点为 vi，vj，由于 vi 和 vj 不能与同⼀点相邻，
所以 d(vi)− 1 + d(vj)− 1 ≤ n− 2，即 d(vi) + d(vj) ≤ n。
否则，由抽屉原理 vi 和 vj 会与同⼀点相邻。

n∑
i=1

d2(vi) =
∑
e∈E

(d(vi) + d(vj)) ≤
∑
e∈E

n = mn

(b) 由数学不等式知识有：

(

n∑
i=1

d(vi)

n
)2 ≤

n∑
i=1

d(vi)
2

n
≤ m

⇒ (2m)2

n2
≤ m

⇒ m ≤ n2

4

1



3. 证明：若连通图中的最长道路不唯⼀，则它们必定相交。

Solution.
⽤反证法，假设两条最长道路分别为 Γi,Γj，Γi,Γj 不相交，长度为 k。
由于是连通图，必存在⼀条路同时与 Γi,Γj 相交，不妨设分别交于 vi1 , vj1，该条路在 vi1 , vj1
中⾄少存在⼀个点，设 vi1 到 vj1 的这部分为 Γp。
vi1 将 Γi 分为两部分，取其中顶点数⽬多的⼀部分 Γi1，则其点数 |Vi1 | ≥ k

2
。

同理，取出 Γj1 , |Vj1| ≥ k
2
。

于是我们得到⼀条路：Γi1 ∪ Γj1 ∪ Γp，其长度⼤于等于 k + 1，这与假设⽭盾。
故假设不成⽴，若连通图中的最长道路不唯⼀，则它们必定相交。
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